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avec m + k = R + 1 et k 2 m 1 2. Dans [4] et [.5] du deuxieme auteur 
se trouvent des resultats concernant l’equation 
(1) Au+a(x)u = f(x)l#'-"u 
lorsque a et f sont des fonctions invariantes par G et 2 < p < Q = 
2k/(k - 2). Notons C l’ensemble des fonctions sur S, invariantes par G. 
Suivant un lemme de DING [6] 
H = {U E HI($): u o T- = u pour Vr E G} 
est inclus dans L,, l’inclusion H c Lp Ctant compacte. Lorsque k > 2, H 
est inclus dans L,, l’inclusion H c L, &ant seulement continue. Comme 
k < n, q > 2n/(n - 2); ainsi pour p > 2n/(n - 2) l’equation (1) est 
surcritique. 
Dans une premiere partie (I et II) nous nous interessons aux meilleures 
constantes qui concernent le cas supercritique (le critique du surcritique). 
Puis dans une seconde pat-tie (III et IV) now donnerons des applications 
des resultats obtenus. Enfin (V) nous completerons notre etude en utilisant 
la methode des points de concentration. 
I. Lorsque k > 2, l’inclusion H c L, est continue mais non compacte. 
11 existe des couples de constantes A et C telles que pour tout 4 E H 
(2) lld41~ I w4ll; + w#4l;. 
D’apres un theoreme d’AUBIN ([2] et p. 99 de [l]) A(n, k) = infA tel que 
C existe est strictement positive. Pour les applications il est important de 
connaitre la valeur exacte de A(n, k). 
THGORBME 1. - A(n, k) = 2(k(k - 2)]-1/2(c4w,,-k)-1/” 
Les spheres que nous considerons ont un rayon Cgal a 1. 
Suivant les notations de DING, 1~: = (x1, x2, . . . ! x”) E R” et v = 
(z”+l, z~+~, . . . ,x”+~) E R7”, {z’} &ant un systeme de coordonnees 
de Rn+‘. Comme ]a~/~ + ]?J]” = 1, notons 1x1 = sin0 et ]yI = cos0 
avec 0 5 8 5 7r/2. 
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Lorsque 4 E H, 4 ne dCpend que de 8. Nous considkons la fonction 
449. 
J J 
K/2 Iq!ydV = wI;-lwnx-l sink-l 0 coslfl-l 01dlQd8 
sn 0 
J IVc$12dV = w&.-1w7,-,-1 J 
T/2 
sin”-1 8 CoSnl-1 B($‘)“dO. 
ST> 0 
La fonction 4(0) est continue sur ]0,7r/2[. En effet pour 0 < /I? < y < n/2, 
I IY - PI J -I lqh’l”d6 /j 
L IY - PI $z ,,,~~~, y 
J 
,’ (#I2 sin’-’ 0 cos”‘-I $diJ 
(3) wd - 4(P)l” I 
I7 - PI 
* k-l Ilwllk wk-lw,,l-l sin ~~cos”‘-~ y 
Soit E > 0 petit, il existe 01 E]O, x/2[ tel que 
(1 + E) cos”‘-l Q: = 1. 
Sur [a/2, a], 4 passe par un minimum en /3 et nous avons 
I. 
< - sinx’-l n Fj cos”‘-l a J o’i2 Ic#(O)l sink-l 6 COS”‘-~ Bd8 
les constantes C, et C0 ne dbpendant que de E. 
Nous dkcomposons I’intervalle d’intkgration en trois, [0, ,D] , [/3,7r/2 - /3] 
et [7r/2 - /3,7r/2]. 
J “” 141” sir.“-l TV COP-~ Odtl 5 J" 141'1 sink-l Odd. II 
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Nous reconnaissons 18 l’intkgrale d’une fonction radiale sur S,+ Or sur 
Sk nous avons l’inbgalitk optimale 
(5) (h, ,$,qdV)2’y I ~(lc -12, 2/k s,. IWl”dV + w1;2/’ .I,, 4”dV 
1. Wk I, 1. 
qui pour une fonction radiale s’kcrit 
-2/k .ir/2 -i-WI;-1Wk J 42 sinkwl Bdd. 0 
Ce qui peut s’kcrire 
TOME 123 - 1999 - No 1 
BQUATIONS ELLIPTIQUES NON LINltAIRES SUR S, DANS LE CAS SUPERCRITIQUE 37 
En utilisant (4) nous obtenons 
Cl comme C; pour tout i est une constante. La troisikme intkgrale se 
majore de la mCme man&e si m = k. Si m < k on peut remplacer 
I’inCgalitC (5) sur S,,, par 
(J,“. 44’dV)“’ I vs,*, W12dV+C~m 42dV 
avec q > 0 aussi petil qu’on veut car l’inclusion HI C L, est compacte 
sur S,, . On trouve alors une inCgalitC meilleure que (6) avec une premihre 
constante aussi petite qu’on veut. 
Quant B la deuxi&me intkgrale, on la majore comme suit, en utilisant 
une inkgalitk bien connue. Pour tout X > 0 
Le sup 141 &ant pris sur [p, r/2 - /3]. 0 r en utilisant (3) et (4) nous avons 
une majoration de SUP 141. 11 existe une constante C2 telle que 
sup WI I IW>I + c2lI77442 5 Gll412 + C2p74l2. 
D’oti la deuxikme intsgrale se majore ainsi 
(7) (wk.-lw,,,-1 h*‘2v’r [q51y sin’-’ 0 cosrn-l HdB) “’ 5 
< 5 cZ.+ll04ll2 + c#ll2. - 
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Combinant (6) et (7) nous obtenons: pour V’E > 0, il existe une constante 
C telle que toute fonction 4 E H verifie 
D’autre part dans la fonctionnelle 
W) = wcN; + w$llm4-“‘” 
considerons les fonctions 
4,(O) = (/J - COSH)~~“‘~ avec p > 1. 
On trouve lim,j+r I(&) = k(k - 2)(wkw,,,-r)‘/“/4. 
Cette valeur est done A-‘@: k). 
II. Sur S3 le seul cas possible est k = 2. Pour tout p > 1 l’inclusion 
H c L,, est compacte. Mais H @ L, comme dans le cas d’exception du 
Theoreme d’inclusion de Sobolev. 
THBOR~ME 2. - SW Sx l’exponentiel de d, E H est intkgrable et pour 
tout re’el v > 1132~ ‘, il existe C,, une constante telle que toute fonction 
d, E H ve’r$e 
La meilleure constante v = I/321?. 
I 
eOdV = 47~” 
T/2 
’ s, I 
sin 0 cos Oe4(@)dd 
* (1 
Nous coupons l’intervalle d’integration en trois comme prectdemment 
* :j .J 
(10) 472 I sin 0 cos f)e”(“)dO < 47r’ .I’ sin Oe*(H)dd .o 0 
Sur la sphere 5’2 toute fonction 4 E HI (5’2) a integrale nulle verifie 
TOME 123 - 1999 - No 1 
EQUATIONS ELLIPrIQUES NON LINl?AIRES SUR S, DANS LE CAS SUPERCRITIQUE 39 
Si nous Ccrivons cette inCgalitC pour une fonction radiale +(0) nous 
obtenons pour la fonction 4(0) - (p(p) prolongke par z&o sur [/3, r/2] : 
.:j 
27r .I 
*J 
e” sin BdB < Cd exp 
0 
(4’)” sin OdH/8 + .I q!~ sin Odd/2 . 0 I 
On peut Ccrire 
1 
;sinBdB 5 - J COSP 0 sin 0 cos 0d8. 
Combinant ces inCgalitCs avec (10) 
La troisi6me intkgrale se majore d’une manikre analogue. Pour la 
deuxikme intCgrale en utilisant (3) puis (4) 
J 
K/2-J 47r 2 e” sin 0 cos OdO 5 
j 
Et pour tout ,U > 0 aussi petit qu’on veut nous Ccrivons 
En dkfinitive nous obtenons en majorant la somme des trois intkgrales par 
trois fois la plus grande 
J e@dV 5 Cexp S3 [ ~IIW + Sll4lll]. 
XI &ant la premikre valeur propre non nulle du laplacien sur Ss, toute 
fonction 4 B intkgrale nulle vCrifie 
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L’inegalite du theoreme 2 est Ctablie. 
En mettant les fonctions 
f#,j = -2Log(P - cos0) 
avec ,B > 1 dans I’inCgalitC du theoreme et en faisant ,kI -+ 1, on montre 
que v = l/327? est la meilleure constante. 
III. Nous allons maintenant appliquer les resultats precedents pour 
resoudre des equations differentielles non lineaires dans le cas 
supercritique. Tout d’abord sur S,, avec n > 3 considerons l’equation 
(12) Acp + us = f(x)$w 
ou (I et f sont G-invariantes. 
Nous Ctudions le cas positif, c’est-a-dire celui ou la premiere valeur 
propre de l’operateur A + a est positive et nous cherchons des solutions 
partout positives de (12). 
Une condition necessaire pour que (12) ait une solution positive est que 
f soit positive quelque part. En effet si (12) a une solution (b > 0, integrons 
l’equation apres multiplication par 4. 11 vient Js 7L f(2)@dV > 0 qui ne 
peut avoir lieu si f 5 0. 
Desormais nous supposons que f est positive quelque part. En suivant 
la methode de YAMABE [9], exposee dans [l], nous considerons la famille 
d’equations approchees pour 2 < p < q: 
(13) A$+ U(+J = f(x)dJ'-' 
Comme l’inclusion H C L,, est compacte, CorsioLrs-ILroPouLos [4] ont 
montre que l’equation (13) admet une solution strictement positive. 
Plus precisement on considere les fonctionnelles 
M49 = [.I IV~l”dV + ST7 I 
-2/p a(z)qh2dV 
* s,, IV s fwl4”~V r, 1 
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sl, n’est pas vide. En consequence pp est un reel positif car l’operateur 
V + a est coercif. 
Apres avoir montre que le minimum prI est atteint par une fonction &, 
on Ccrit l’equation d’Euler. Puis le principe du maximum permet d’affirmer 
que $1, > 0, les theoremes de regularite prouvant que &, E Cx. 
En resume on Ctablit la 
PROPOSITION. - a et f &ant G-invariantes, f positive quelque part et 
1 ‘ope’rateur A + a coercif sur la sphere S, (n > 3), il existe une fonction 
$I> E C” partout positive ve’rijant 
s S, 
f4p = LI,eJ,> = PI’ 
et 
(14) wp + 444p = Ppfb4d$-1. 
Puis on fait tendre p vers Q. On obtient voir Remarque I de [5] et 
Theoreme 1 de [3] le 
THBOR~ME 3. - a et f &ant des fonctions C” invariantes par G, f 
positive quelque part e’t l’ope’rateur A + a coercifsur la sphere S, (n > 3) 
l’equation (12) admet une solution C” strictement positive si 
Py < (w-~~I1--li) “h(k - 2)(SUP,,& f(X))+74. 
Rappelons ici que q := 2k/(k - 2). 
IV. Sur la sphere $1, q = +co. L’equation qui est interessante a Ctudier 
dans ce cas est la srivante 
(15) A4 + u(x) = f(x)e” 
u(z) et f(z) sont toujours des fonctions G-invariantes et on cherche une 
solution G-invariante de (15). Nous supposons de plus que f est positive 
quelque part et que & a(x)dV > 0. C’est dans ce cas que l’inegalite (9) 
est indispensable. 
THJ?OR~ME 4. - a et f &ant des fonctions Cx invariantes par G sur S3, 
f positive quelque part, l’equation (15) admet une solution Cx strictement 
positive si 
o< J a(z)dV < 167r’. S3 
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Tout d’abord on se ramene au cas oti U(X) est une constante. On sait 
qu’il existe une unique fonction $1 a integrale nulle verifiant 
( 16) a(x) = h,!(x) + u, 
a &ant une constante, a = w3 -l & a(z)dV > 0. 
Cette fonction li, est G-invariante. En effet si elle ne l’etait pas il 
existerait un Clement g de G tel que li, o 0 # li, et li, o (T serait une autre 
solution de (16) ce qui est absurde. On Ccrit alors (15) sous la forme 
A($ + ,$j + (1, = [.f(~)c-“]c~+? 
Pour simplifier nous notons 4 pour * + r/I et .f pour ,fe-“, on est ainsi 
ramene a Ctudier (15) avec u(z) = CL. Pour cela on utilise la methode 
variationnelle. On considere la fonctionnelle 
I($) = f , s 
i 3 
IVq!pdV + a / $dV 
. s, 
sur l’ensemble A = (4 E N/ .I;,, fc”dV = awn} 
Posons p = infl(f$) p our tout 4 E A. A n’est pas vide car f est positive 
quelque part. En effet si J’, fdV > 0, une constante appartient a A si 
non soit $1 E C” ([O: 7r/2]) une fonction ayant son support inclus dans 
I’ensemble des points ou f(H) > 0. J:s, f$“dV est alors une fonction de 
t qui passe contint’tment d’une valeur negative ou nulle a +cx? lorsque t 
parcourt [0, +oc[. Done il existe to > 0 tel que fa?i/ E H. Comme dans 
tout l’article on note de la meme man&e *II, E H et la fonction G(H) 
sur [0,7r/2] qui lui est associee. En consequence p < 00. Pour appliquer 
la methode variationnelle il faut que h soit fini ce qui justifiera notre 
hypothese. Utilisons I’inegalite (9) : 
(17) aw.3 = 
s 
ff?dV 5 sup,&j .f 
.i 
e”dV 5 
s:, S3 
1 
WV]. 
Cette inegalite portee dans la fonctionnelle I(4) donne 
]V+]‘dV + UW~LO~(~~~/~~~~P~.~S,~ f). 
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D’ou si a 5 1/2vw3, I($) 2 Cg et done p 1 Cg. 
Considerons maintenant une suite minimisante { &} c A. Montrons que 
{ &} est bornee dans 121. Comme par hypothese a < 8, on peut choisir v 
assez voisin de 1/32r2 pour sur a < 1/2vw3, puisque w3 = 27r2. 11 s’en 
suit que p est fini et Ique d’apres (18) pour tout i 
sup I( &) est bomee car c’est une suite convergente. On peut sans nuire a 
la generalite supposer que supies I(&) < 1 + p. 11 nous faut maintenant 
montrer que la suite J>, & dV est bomee. Tout d’abord 
D’autre part (17) et ( 19) donnent 
.I S3 
CbidV L w3Log(aw3/C SUP,r& f) - J4J3ClO. 
D’ou (4;) est bomt!e dans HI et on peut extraire une sous-suite 
{dj} C {&} telle que +j + $0 faiblement dans HI, fortement dans 
Lz, presque partout e: telle que e@j + e@‘O fortement dans L1. En effet 
en vertu du ThCoremc 2.46 de [l], l’application HI 3 4 -+ e0 E L1 est 
compacte. 
$0 E A. En effet d’une part comme 4j -+ 40 p.p., 40 E H; d’autre 
part comme e”J --+ edo dans Ll, ss, fe@jdV + JS, fe60dV qui est done 
Cgal a uw3. 
De plus JS, &dV -+ Js, 4odV et +j -+ 40 dans L2 car $j -+ 40 
dans L2. Enfin comme sS, ]V&I”dV 5 limJSB IV4jI”dV puisqu’il y 
a convergence faible dans HI, I(&) = b car I(&) > ,U d’apres la 
definition de ,LL. 
Ikrivons maintenant que 40 realise le minimum de I(4) sur A. Pour 
tout h E H. 
(20) .I Vi4oV’hdV+a S.3 /SihdV=k3feoohdV. 
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En effet le multiplicateur de Lagrange au second membre est Cgal B 
1, comme on s’en rend compte en faisant h = 1. 11 nous faut montrer 
que (20) est vrai pour tout h E HI. 40 sera alors une solution faible de 
l’equation (15) et d’apres les theoremes de regularit $0 E C^. 
Considerons w l’unique solution a integrale nulle de 
Aw + a. = f(z)eqoT 
w existe car JS, feoodV = aws et w est G-invariante puisque unique. 11 
vient compte tenu de (20): 
J O;(& - w)V”hdV = 0 pour tout 11 E H. 53 
Si on choisit h = 40 - w, on obtient h = $0 - w = Con&. Ce qui acheve 
la demonstration du theoreme 4. 
V. Revenons a l’btude faite en III. D’apres la proposition il existe une 
fonction C”, & partout positive verifiant ss, fq!$dV = 1, I],(&,) = ,+ 
et solution de l’equation (14). Rappelons que 2 < y < 4 = 2k/(k - 2). 
La famille des pr, est bomee. En effet soit $ > 0 $ $6 0, une fonction 
C” dont le support est inclus dans l’ensemble oti J’ est positive. Nous 
avons d’apres I’inCgalitC de Holder 
avec v = inf[l, (sfzo fdV)-y’2] et V = sup[l, (sfzo fdV)1-2’“]. 
Une fonction T+!+ = I+$ E Al,. La famille des up est bornee car 
cvl/l’ 5 ai) 5 I- r/J). On en deduit 
oIPp5Ip(~p)=a; * [J [%/!l”dV + / a(z)$“dV 5 CII ST, * s,, 1 
La premiere valeur propre de l’operateur A + a &ant positive, la famille 
{ &} est bomee dans HI puisque pJ, < Cr 1. Appliquant les theoremes de 
Banach et Kondrakov, il existe une suite pi -+ Q et une fonction $0 E H 
telles que & + $0 faible ment dans HI, fortement dans L2 et presque 
partout. On montre alors que $0 1 0 est solution de (12). D’apres le 
principe du maximum ou bien 40 > 0 ou bien 40 = 0. 11 s’agit maintenant 
de faire des hypotheses pour Climiner ce demier cas. 
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Si 40 F 0 nous awns 
s f$:dV = 1 et s f$;dV = 0. S, ST, 
En conskquence il existe un point de concentration pour la suite { & }, 
oti les fonctions C& sont considCr6es comme des fonctions de 0. Un point 
de ]0,7r/2[ ne peut pas &tre un point de concentration ; seuls les points 
0 = 0(1x1 = 0), et 0 == n/2([~1 = 0) si m = k, peuvent Ctre des points 
de concentration. Pour Climiner le cas 40 = 0, il suffit done de faire une 
hypothkse qui ne perrr[et pas B un de ces deux points d’&tre un point de 
concentration. 
Nous avons des rt%ultats comme dans HEBEY [7]. 
THBOR~ME 5. - a et f &ant des fonctions C” invariantes par G, f 
positive quelque part el 1 ‘ope’rateur A + a coercif SW la sph&e S,, (n > 3), 
l’e’quation (12) admet une solution Cx strictement positive si, lorsque 
m < k, f(P) 5 0 (P &ant un des points oci 1x1 = 0), et si, lorsque m = k, 
on a ~2 lafois f(P) 5 11 et f(Q) < 0 (Q &ant un des points 02 IyyI = 0). 
Avec ces hypothbes aucun des points P et Q peuvent &re point de 
concentration, comme tous les autres points sont exclus, il ne peut pas se 
produire un phknomkne de concentration pour la suite c#+, , par conskquent 
sa limite ~$0 ne peut pas Ctre identiquement nulle. 
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